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ARTICOLO PRIMO

Del punto .

1. Qualunque oggetto il quale con certa leg-
ge, ¢ misure determinate possa concepirsi descritto

nello spazio, puo altresi essere rappresentato e per
mezzo di immagini descritte sopra d’ uno o pil
pani, e per mezzo di formole analitiche , le qua-
i esprimano tutte le condizionl necessarie per de~
terminare la sna forma , grandezza, e posizione.

2. Si concepiscano tre piani , 1 quali e ta-
glino scambievolmente, e siano estesi indefinita-
mente per ogni verso. Il primo si chiami A, il se-
condo B, il terzo C, e tutti tre dicansi coordinati
fra loro. Questi piani formeranno otto angeli soli-
di intorno al punto comune a tutti tre, ¢ 1’immen-
sita dello spazio sara dagli angoli stessi distinta in
otto regioni. Qual st voglia puuto assegnabile nel-
lo spazio o ecsistera in uno de’ piani coordinati, o
in uno degli angoli solidi {ormati da essi d’ intor-
no al punto comune, cui chiamerema Q.

3. Immaginiamo nello spazio un punto qual-
sivoghia P, ¢ da questo sia condotta ad incontrare
cliascun piano coordinato una parallela all’ interse-
zione degli altri due,

Si chiami « quella che incontra il piano A,y
quella che incontra il piano B, 5 quella che in-
contra il piano G, e dicansi ira loro coordinate le
XV, 5. o

Ecli & manifesto che il sistema delle tre =, y, 2z
condotte dal punto P sard in quaiche condizione
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diverso dal sistema-di tre altre z', ', 2" condotta
similmente da un altro punto P'. Lmperciocche qnan-
do pure eguali siano in grandezza due coordinate
cognomini , come per es. le x, z’ spettauti a due
punti diversi P, P', e riferite al medesimo piano A,
o non saranno nel tempo stesso eguali fra loro le
altre cognomini ¥, »'; z, 2’ , o se lo siano, in tal
caso o le z,x', o le y¥,v', o le z,2z" won dificren-
do in grandezza , differiranno almeno in posizione,
cio¢ differiranno in quanto alla parte dove esistono
per rispetto al piano cui sono riferite.

Per distinguere tutte queste circostanze si sta=-
hilisca che le coordinate, le quali si debbono inten-
dere da una certa parte assegnata ad arbitrio per
rispetto al piuno cui son riferite , siano distinte col
sezno + positivo, e quelle che dcbbonsi intende-
re dalla parte opposta del piano stesso abbiano 1l
$20010 = negativo. |

In tal maniera ogni punto dello spazio avra o
la coordinata z, o Ja— z relativamente al plano A,
la ¥, o la — y relativamente al piano B, laz, o
la — z relativamente al piano C. Quindi computate
tutte le combinazioni che si possono formare i tali
coordinate a tre a tre, escluse quelle che contengono
le coppie cognomini &,—z; y,=y ; Z.—2, Sl otterran-
no gli otto sistemi ternarj espressi nella ssguente ta-
vola , e ciascheduno di essi corrispondera ad uro de-

gli otto angoli solidi che abbiamo definiti al (n.<2).
LT - Y, Z
r Y, s
x,— ¥ 4+ 2, T~ ¥,

— T e Y, 2, —Z,— Y, T,

=X -+ y + %,
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4. La posizione di un panto P nello spazio sa-
vh determinata se siano dute tre equaziont v =a;
y==b; z==c, csprimenti 1 valori delle tre coor-
dinate . _ | \,

Infatti per la prima intendiamo esscre il pusn-
to P collocato in nn piano cui nomino X , paral-
lelo al plane A poste daila parte positiva , ed in
tai disianza c¢he se per un punto gual si voglia
del piano X sia condotta fino al piano A una retta
parallela all’ intersezione del piano B col piano G,
essa retta cguaglt la data quantita 4 .

La seconda eguazionc significa similmente che
il punto obbiettivo P si trova in un piano Y pe-
rallclo al piane B, dalla parte positiva ed in tale
distanza che se da un punto qualunque del piano Y
six condotia fino al piane B umna parallela ail’ in-
tersczione delpiano A cel piano G, essa retta egua-
gli Ia dota grandezza &,

Alanque dal siznificato simultaneo delle due
prime equazioni si concsce che il punto P esiste
neil® naica rvetta eve si tacliano i due piani X, Y

L

-

i quali essendo determinati di posizione, determi-
nata pure sara la scambievole intersezione di essi.
Por la terza equazione iu fine si conoscs che
il punto P deve giacere in un piano Z paralicio al
piano C, posto dalla parte positiva, ed in tale di-
stanza che se da un punte qualunque del piavo Z
sia condotta al piano G upa parallela ali’ intersezic-
ne del ptano B col piano A, essa retia ecuagli la
data quantith ¢ . Adunque il punto chbiettivo P e
nell’ unico luogo dove 1l piano Z sega la retta co-
mune agli altri due X, Y, ¢ percido il punto P, al
quale appartengono le coordimate « b, c e deter=-
minato nello spazie dalle date equazioni.
5. Exii ¢ facile vedere ¢he se qual si voglia

4

delle coordinate x, v, z fosse negativa , sarebbe

-~

ezuatmente determinata la posizione del punto P.
Se per es. fosse y==—b inveee di essere y=b , civ
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darchbe ad intendere che il piano-Y in cai giace
il punto P e posto dalla parte negativa per rispet-
to al pi1ano coordinato B, le posizioni degli al-
tr1 due piani X, Z restando le medesime di pri-
ma, ec.

6. Ora vogliasi passare dalla rappresentazione al-
gebrica alla costruzione grafica. Sia rappresentate
1l supposto piano C dal piano del foglio (Fig. 1).
Rappresenti la retta VV' P’ intersezione fra’l piano
B ed il piaro G; la retta TT' rappresenti I’ in-
tersezione dello stesso piano C col piano A, Il pun-
to O rappresentera quello che € comune a tutti i
tre piani coordinati, e per esso punto O passera
consegueniemente la retta comune ai piani A, B.

Se stabiliscasi che le coordinate positive rife-
rite al piano A, il quale passa per la TT' debbansi
mntendere dalla parte V , saranno le negative dalla
parte opposta V' . Cos1 se le coordinate positive ri-
terite al piano B, il quale passa per lIa VV' siano
datia parte T , le negative saranno dall’ opposta
parte T'. Finalmente se vogliansi intendere dalla
parte superiore per rispetto al piano G le coordina-
te positive ad esso riferite, saranno dalla parte ine
feriore le megative .

Presa sulla OV la porzione Oa=n se pel pun-
to a 1mmagineremo condotto un piano X parallelo al
prano A, seghera il piano G in uma retta ap pa-
ratlcla alla TT' e passera pel punto obbiettivo P.
(n.°4). Sisnilmente presa sulla OT la Ob==h, se im-
ma; ineremo pel punto 4 condotto un piano Y pa-
rallelo al piano B, seghera il piano C in una ret-
ta bp parallela VV', e passera esso pure pel punto
obhiettivo P. Percio quella retta in cui si tagliano
1 pizni X, Y testé condotti pei punti @, e & pas-
sa pel punto P. Ma lu retta stessa passa pure pel
puvto p dove 1 tagliano le due ap, bp, ed & pa-
rallela all”intersezione dei piani A, B; dunque la
descrizione fatta del punto p indica essere il puu-
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to obbicttivo P, in una retta condotta per p paral-
lela all’ intersezione de’ piani A, B. Ora immagi-
niamo che il piano B, rotando intorno alla retta
VV' come suo asse, venga a porsi per diritto col
piano C. Sia la OK la retta in cui si tagliano i
piani A, B quando son nella prima loro posizione,
e prendasi la parte OK=c . E manifesto che se per
K si conduca una retta indefinita KP' parallela alla
VV', in essa KP' sara I’ intersezione del piano 7
(n.°4) col piano B. Se inoltre si tiri per & una ret-
ta qP' parallela ad OK, in essa AP’ sara 1’ interse-
zione del piano X col piano B, percio rafionande
come superiormente troveremo che la coordinata
condotta dal punto obbiettivo P al piano B, sup-
posto rimesso nella prima sua posizione , cade nel
punto P’ , ovvero, ci16 che e lo stesso, la retta con-
dotta dal punto P’ parallela alla in tersezione del
piano A col piano C passa pel punto obbiettivo P.
In oltre «P'=0K=c, e percio la descrizione del
punto p e della retta «P’ dimostra che il punto ob-
bicttivo P & all’ estremita superiore di una retta
condetta dal punto p parallela all’ intersezione de’
piani A, B, ed eguale alla «P’'. Adunque il pun-
to P & determinato per mezzo della rappresentazio-
ne grafica (Fig. 1).

7. 11 punto p si chiama projezione del punto
obbiettivo P sul piano G, ed 1l punto P’ projezio-
ne dello stesso punto P sul piano B. Col metodo
adoperato per ottenere le projezioni p , P’ si potra
pure aver quella sul plano A. La Oa eguaglia la
coordinata z condotta dal punto obbiettivo sul pia-
no A; la Ob eguaglia la coordinata y condotta sul
piano B; la OK eguaglia la z condotta sul piano G.
Percio le Oa, Ob, Ok si chiamano anch’ esse coordi-
nate del punto P. La OV si chiama I’ gsse delle
coordinate z positive, la OV’ 1’ asse delle x nega-
tive. La OT si chiama 1’ asse delle 3 positive ; la
OT’ I’ asse delle y negative . La OK si chiama
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I"asse delle z positive. La OK’'F asse delle z ne-
gative .. Il punto O chiamasi origime di esse coor-
dinate.. S _

8. La scambievole inclinazione de*piani coor-
dinati e indiffcrente all’ esattezza dell’ esposto me-
todo . Ma lc costrunzioni divengono pint facili, ed
il loro significato pin perspicuo se-i piani coordi-
nati sian post: ad angoli rotti fra lero. Allora gli
angoli solidi intorno al punte O son tutti eguali;
le coordinate sono perpendicolari ai rispettivi pia-
n1, ai qouli sono riferite , e qunindi misurano le
distanze del punto obbiettivo dai piani stessi. Per
tutte queste ragioni si vogliono intendere fra loro
normali 1 piani coordinati ed in tal posizione rcla-
tiva i supporremo sempre per I avvenire finche
non sia mestiert di cangiare tale disposizione .

9. Dall” ipotesi stabilita nel precedente (n.° 8)
deriva , che allora quando due piani coordinati sian
posti per diritto uel mnodo indicato (#.°6), la retta
cie unisce ie Jdue projezioni d’un medesimo pun-
to obbiettivo descritte sopra i due mentovati pia-
ni, ¢ sempre normale alla scambievole intersezione
de’ medesimi . Imperciocché nell’ ammessa ipotest
le rette TT', VV' (Fig.1) sone scambievolmente
normali. Normale pure diviene 1a OK alla VV', e
percio coincide colla TT'. Ambedre le pn, Pa di-
‘vengono per consegunenza normalt in a alla stessa
VV', e quindi formano una retta sola che unisce
le dre projeziomi P/, p.

1c. Fra le coordinate di nn punto, il qua-
le giuccia in uno de’ piani coordinati , qnella sara
pulla che si riferisce a tal piano. Le altre due de-
terminan sul piano stesco la posizione del supposto
punto obhiettivo. Codeste due coordinate si pos-
song allora riferire non piu ai due piani corrispon-
dentr, ma alle due rette, nelle quali i piani stessi
tagliano 11 terzo dove & collocato il punto obbict-
tivo.
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Pa questo. principio.deriva il metodo di espri.
mere la: pasiziene -di quanti pnnti si veglia che
siano in un medesimo piano, riferendo le loro coors
dinate a due rette ‘date nel plano stesso, le gunali
5 incomirino in un punto. _'

Per .metivi analoghi a quelli che fureno espo-
8t (n.*3) le due rette accennate si pongono d’ or-
dinario fra lero nmormali.

- e TT', VV' rappresentano un esempio di tali
rette , che :nel supposto caso ritengono il nome di
assi .delle coordinate . Le ap , bp, a'p', &'p' rappres=
sentano e coordinate rispettive dei punti p,p’.

 ARTICOLO SECONDO

Della Linea .

- "ﬁq‘:

u.Qualunq‘ue linea pno considerarsi deserit-
ta o percorsa da nn punto mobile nello spazio. La
forma di essa dipendera dalla legge, con cui s1 mo-
ve il punto descrittore , cioe dalla legge con cul
procedono le tre distanze del punto stesso da tre
piani coordinati, ai quali si riferisce la sua varia-
bile posizione. | -

Si & veduto (r.96) come tali piani sian rappresen=
tati dalla (Fig. 1) . La (Fig. IT ) rappresenti c1o che di-
viene la (Fig. 1) nel caso ammesso al {n.® 8). La cogni-
zione di due distanze, o coordinate Qa=z , Oé=y,
riferite 1> una al piano A, 1'2ltra al piano B equiva-
lJe alla projezione p del punto obbiettivo data sul
piano C . Si pud ancora per analogia inferire che
la cornizione di due distanze o coordinate Oa=x ,
ORK =z equivale alla projezions dello steszo punto
obbicttivo data sul piano B, ed in fine che la co-
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gnizione delle due coordinate 5, e z, riferite ai
piani B, e G equivale alla projezione del medesi-
mo punto obbiettivo data sul piano A.

Adunque data la legge, con cui procedono le
coordinate Oa, Oa’, Oa” ec. riferite al piano A,
e le corrispondenti Ob, 05, Ob" riferite al piano
B si potranno costruire tanti punti p, p’, p’ ec.
(n.° 6) che siano sul piano C projezioni eorrisponden
ti ad altrettante successive posizioni, nelle quali
si trasferisce il punto descrittore . Laonde la linea
che passa pei punti p, p', p" ec. sara sul piano G
})rojezione di quella che supponghiamo descritta nel-
0 spazio, cioe se da qualsivoglia punto di questa
medesima linea obbiettiva si concepisca tirata uua
normale sul piano C, essa lo incontrera in un pun-
to di quella linea che passa, per tutti i punti
ps>p>p'ec

Se per tanto sia data un’equazione, la quzle
esprima la relazione scambievole delle x, , quell’
equazione somministrera quant’é d’ uopo per co-
struire sul plano G la projezione p p'p" ec. della
linea obbiettiva (r°. 6). Se inoltre sia data una se-
conda equazione, la quale esprima la rclazione re-
ciproca delle variahili z, z, si potra costruire la
projezione della medesima linea obbiettiva sal pia-
no B. Finalmente da un’ equazione che esprima Ia
reciproca relazione delle y, z si dedurra la terza
projezione sul piano A.

12. Egli e vero che da dune date equazioni,
ciascheduna delle quali determina una projezione del-
la linea obbjettiva, si pud ricavare una terza equa-
zione corrispondente alla terza projezione ; ma im-
porta avvertire che talvolta nelle due date equa-
zionl non sono distinte tutte le condizioni neces-
sarie per determinar I’ obbiettiva. Allora fa mestie-
ri d’una terza equazione non ide.itica con quella
che risulta dalle prime dus onde rendere completa
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P espressione . Questa proposizione apparira in mags.
gior luce dopo I’esame di alcuni esempi .

13. Siano date le due equazioni axr = by,
cx = dz . Per la prima conosciamo che le distanze,
o coordinate =, y di qualunque punto assegaabile
nella obbiettiva conservano fra loro la ragione co-
stante &:a . Dunque la projeziono ella obbietti-
va sul piano C e una retta . In oltre il punto do-
ve I’ obbiettiva incontra il piano A & quello me-
desimo dov’ essa incontra 1l piano B, poichs ailo-
ra quando sia la coordinata z==o, sard pur la y=o.
Dunque, (n°. 1) Pobbiettiva passa per un punto del-
la retta in cui si tagliano scambievoimente 1 piani
A, B e percio la sua projezione sul piano G passa
pel punto O.

- Venendo alla seconda equazione , se faremo
gopra di essa le osssrvazioni medesime che abbia-
mo fatte sopra la prima, apparird esser pure una
retta la projezione della obbiettiva sul piano B, e
passare essa retta pel punto O. Adunque I’ obbiet-
tiva passa per un punto comune ai due piani C, B,
E si é prima trovato che passa per un punto co-
mune ai due piani A, B;dungue passa pel punto
comune a tuttl 1 tre piani coordinati .

Se per la prima projezione si immagini con-
dotto un piano TI perpendicolare al piano C, in
ess0 plano IT saranno tutte le rette che da quali
punti s1 voglia della obbiettiva posson esser con-
dotte perpendicolari al piano G (n.° 6). Adunque
P obbiettiva sari nel piano II. Similmente immagi-
nando condotto per la seconda projezione un piano =
perpendicolare al piano B , conchiuderemo che
I’ obbiettiva giace nel piano =. Adunque I’ obbiet-
tiva esiste ad un tempo nell’ uno, e nell’ altro dei
plani IT, 3, cice nella scambievole intersezione di
essi , che passa pel punto O ed & determinata di
posizione .

Finalmente la considerata obbiettiva ¢ indcli-
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nita di lunghezza ; impercioceheé - atfribuito ad nna
“delle vanahlh qualsivoglia- valare: reale , si dedur-
ri semipré dalle date equazioni 'un -corriapondente
valor reale per ciascheduna delle altre duc varia-
bili, le che dimostra che a qualunque valorc rea-
Ye d’> nna coordinata , corrieponde realmenu, un
punto della obbiettiva. -

Per la gqual cosa dalle due sola proposte equa-
zioni abbiamb potuto conoscereiogni eondizione re-
Jativa alla forma, posizione, e_grandezza della li-
Tiea obbiettiva descritta nello spazio da un pauto,
del quale le variabili coordinate sian soggette alla
legge di relazione espressa dalle duc equiLziont me-
desimeé. Egli € percio manifesto che nuH Pl re-
sta indeterminato circa la propoesta obbiettiva, cha
¢ granto dire la terza equazivne non puo contenerc
condizione alcuna, la quale non sja determinata dalla
due prime. La terza equazione dunque noa puot’
€sser “s¢ non quella che risulta dalle due date.

- 14. Da quanto fn detto {75 13) apparxsce CO-
e ‘determinare si possa una projeziene d’ yn pun-
‘to yualangue della obbiettiva. Impercigeche nelle
date equazioni attribnito un valore reale ad una
delle variabili, per es. alla x, ad esso’ corrmpon-
dera gempre un determinato valore reale di ciasche-
duna delle altre due, e quindi si avranac tatte le
tre coordinate necessaric per determinare qual s
voglia delle tre projezioni del punto corrls[mm’cn-
te (#.° 6). Se dunque pongasi nella prima equazione
xz =20 cioe se vogliasi determinare un punto della
obhiettiva, il quale sia alla distanza & dal pilano
A, ovvero abbia la sua ccordinata x =25 riferita al
piano A, questo punto dovra avere la coordinata
v =a riferita al piano B, perché posto x =24 Ia
primna equazione diviene aca..._.by, d’ onde proviene
N2 — (L .

Presa per tanto la Ou=0l (Fig.2) e condotta nel
piano C la retta ap parallela alla TT': presa la
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Ob=n, ¢ tondotta la rctta bp parallela ad VV, il
panto p, dove si tagliano:le ap 5 bp sard sul pia-
no Claprojeziene del supposto pnnto dell’obbiettiva .
 Sestituito-ad « un altro valore si ricaverebbe
nel modo stesso il corvispondente valore di y, con
che sarebbe determinato sul piano C un’aliro pun-
to della projezione, ¢ quindi la projezioné stessa,
che & una retta indefinita; ma essendo gia dimo-,
strato nel {n.°13) che la projezione cercata passa pel
punto ©, non si avra che a tirare una retta inde-
finita per O, p per avere in essa la cercata proje-
zione sul piano G . Col metodo stesso si vede
chiaratnente che potrh determinarsi la projezioue
della obbiertiva sopra ciascheduno degli altri dae
piani A, B. | | -- -
Che se faceiasi a—=-—5, Ne Verra ys=—a,
“ciod si dovrd prendere la misura Oa dalla parte
oppesta verso V' e lu misura Ob dalla parte op-
posta verso T' {#.° 5) . Compiuta la costraziong,
la projezivie ¢ O che ne risulta, coincidera manite-
stamente colla Op se suppengas indefinitamente
prolungata ; che se nell’equazione ar = by tosse b

Rgaz—

quantitd negativa , ed @ positiva, sara & =¥
gnantiti negativa, e 1’ equazipné in tal caso ap-
parterrd 4 una retta che ba la sua projezione sul
piano G nell” angolo V'OT , siccome per converso
una linea posta in tali condizioni deve avere i due
anembri affetti da segni divers:,

1%, Siano l¢ due equazioni ar=y*, bx=cz.
Esse csprimono _

I. Che la linea obbiettiva, e quindi ancora
ciascuna sua projezione passa pel punto O comune
al tre pianl ceordinati, perche fatta = o qualun-
gue delle tre variabili, diviene =o clascuna dellealtre
due , cioe quel panto nel quale "obbiettiva 1ncontra
vno dei piani coordinati, ¢ quel medesimo, nel quale
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incontra ciascheduno degli altri due; e qnindi non
puo essere se non il punto comune a tutti tre .

II. L’obbiettiva giace tutta dalla parte positi-
va del piano A, perché supposto negative il valo-
re di x, quello di y sara imwmaginario, e quindi
non avvi alcun punto nell’ obbiettiva ; il quale
possa corrispondere all’ ipotesi di x negativa. Ma
posta z negativa ne verra pur z negativa. Dunque
nemmeno dalla parte negativa del piano G potra
esistere alcun pnnto della obbiettiva , e percio es-
sa guace tutta dalla parte positiva anche per rispet-
to al piano C.

II1. Le coordinate z, z avendo la costante ra-
gione c : b, la projezione dell® obbiettiva sul pia-
no B e una linea retta, e quindi obbiettiva stes-
sa giace 1n un piano perpendicelare al piano B
(n°. 13).

IV. Ad ogni valore del quale & suscettibile la
coordinata z , corrispondono due valori dela y e-
guali in grandezza , ma diversi per segno, essendo
P uno + ax, I’altro — | ax . Questa circostanza
combinata colla legge espressa nella seconda equazia-
ne fa vedere che assegnato qualunque punto dell’ob-
bicttiva, i1l quale abbia una data coordinata z riferi-
ta al piano A, e per conseguenza la eorrisponden-
te y riferita al ptano B, e la corrispondente z ri-
ferita al piaro C, (n. 4,5), vi sara sempre un
altro puntc, il quale avri le mredesime coordinate
x, z come il primo, e per conseguenza sarad posto
dalle medesime parti come il primo per rispetto ai
piant A, G, avra Ia coordinata 3 di egual gran-
dezza a quella del primo, ma essendo 1’ una posi-
tiva, I’ altra sara negativa, cioé essendo collocato
dalla parte positiva il primo punto per rispetto al
piano B, sara il secondo collocato bensi ad eguale
distanza, ma dalla parte negativa per rispetto al
piano stesso, talché volendo coneepir brevemente
1o termini algebrici codesto ragionamento , si con-
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chiudera che se v’abbia nell’obbiettiva un punto de-
terminato da un sistema di coordinate (z, ¥, 2 )
ve n’ ha sempre un altro determinato dal sistema
(a:,--y,s-l-z) (n"c'g)" :

Da cio deriva che il piano B divide in due
rami eguali, e simili la linea obbiettiva, e la pro-
jezione di essa sul piano C ¢ pur divisa in due
rami eguali ¢ simili dall’ asse delle z, cieé dalla
retta VV', |

V. Tanto I’ obbiettiva, quanto ciascuna delle
sue projezioni procede indefinitamente, ma 1’ ob-
biettiva e le projezioni sui piani C, e B procedano
soltanto dalla parte positiva del piano A; la pro-
jezione poi sul piano A procede dall’una e dall’al-
tra parte del piano B . Questa proposione si rende
manifesta osservando che attribuiti ad z valori rea-
li e positivi snccessivamente piu grandi corrispon-
dono a ciascheduno di essi due valori di y sempre
reali e successivamente maggiori, eguali in gran-
dezza e sol diversi per segno, come pure un solo
valore di z sempre reale e successivamente pin gran-
de , affetto dal medesimo segno di .

Ciascheduno dei punti che sono egualmente di-
stant1 , e dalla medesima parte per rispetto al pia-
no A, dalla medesima parte ed egualmente distanti
per rispetto al piano C, egualmente distanti, ma a
parti opposte per rispetto al piano B, resta compiuta-
mente determinato dalle due date equazioni dalle
quali si ricavano i due mentovati sistemi (x, ¥, z);
(z, —y,+3).

Per la qual cosa nulla pitt rimane a determi-
nare col mezzo della terza equazione, la quale per
conseguenza dev’ essere identica con quella che ri-
sulta dalle prime due,

16. La costruzione delle projezioni si ese-
guira colla scorta dei principj gia stabiliti di so-
pra . La projezione sul piano B si eseguira come fu
indicato nel { 2.°6. ).



16 NozioN: PrRELIMINARI

Per aver quella sul piane G, alle Ogq, Oa', Qa"
che rappresentino le successive grandezze di z, si
applicheranng le corrispondenti ap, 4'p', &''p'"" me-
die proporzionali tra le rispettive Oa, Oa',0a' ¢ la
costante quantita data a. La curva che passa per
tutti i punti p, p', p'' ec. sara un ramo della cer-
cata projezione sul piano G, e prolungande dall’
altra parte di VV' le applicate ap, 4'p’, a''p"" ec.
sin che i loro prolungamenti eguaglino rispettiva-
mente le applicate stesse, si otterra il secondo ramo
della projezione eguale e simile al primo.

17. La teoria delle sezioni coniche insegna
essere la curva p, p’', p” ec. una parabola, il cui
parametro =a, 1’ asse OV, il vertice O. Quindi si
deduce che I’ obbiettiva € un® altra parabola, il cui
vertiee € pure in O, I’ asse & nella projezione dell’

obbiettiva stessa sul piano B, 1l parametro poi
_ ac |
T Yl "

Ma al nostro intento basti I’ aver riconoscinta
nelle due date equazioni la forma e posizione del-
la proposta obbiettiva, ed aver potato tradarre il
senso delle equazioni stesse in una equivalente rap-
presentazione grafica composta dalle projezioni che
supponghiamo descritte . : |

18. Sian ora proposte le due equazioni az =32,
23 =%z . Quanto alla prima ripeteremo le consi-
derazioni fatte sull’ equazione analoga proposta nel
(n.°15). La seconda poi non ammettendo se non che un
solo valore reale di z corrispondente ad un deter-
minato valore di x, saranno contenute nelle due
date equazioni tutte le condizioni necessarie per
determinare ciascun punto dell’ obbiettiva , e per-
cio il significato della terza equazione sara impli-
cito nelle due date . |

Di {atti non potendo x essere suscettibile di

niun valor negativo, poiché in tal caso sarebbe y
im-
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immaginaria, ne segae che a qualunque valor po-
sitivo di z, corrispondono sempre due valori =y,
~ ¥ eguali in grandezza , ma diversi per sezno ed
un valor unico di z sempre affotto dal medesime
segno di z. Gia denota che a qualungue distanza
dalla parte positiva del piano A sono.nella obbict-
tiva due puanti collocati ambedue ad eguali distan-
ze dalla parte positiva del piano C, ed a parti op-
poste, ma a distanze egualr per rispetta al piang
B; talché uno di codesti punti avra le coordinate
(z, ¥,z ), "altro avra le (7, — ¥, 4 3 ) come
nell” esempio precedente .

La sola diversita consiste nell”esser quello re-
lativeo ad una linea, che giace in un piano, e
questo relativo ad una linea oke mpon pud giacere
in an piano, e quindi spetta a quella classe di
curve, le guali si chiamano a doppia curvatura .

Iinperciocché assegnato un punto nell’ obbiet-
tiva , al quale spettino le coordinate (z, y, z) ve
n’ ha sempre un altro corrispondente alle (x,—~y,+:).
Adunque la retta che unisce codesti due punti &
parallela all’intersezione dei due piani A, C per-
¢hé i suai termini hanno la medesima distanza . dal
piano A, e la medesima distanza z dal piano C .
Similmente supposto nell’ obhiettiva un’altro puo.
to corrispondente al sistema di coordinate (', v, 5)
ve n avra un altro corrispondente al sistema
(' —~5',2'), ¢ la retta che unisce codesti due niio-
vi punti sard pure parallela all’ intersezione doi
plani A, C, cioé normale al piano B . Se ora si
concepisca un piano IT condotto per le due suppo-
stc normali al piano B, passerd per gquattro punti
dell’ obbiettiva, ‘e sard normale al piano B.

Adunque totti i punti assegnabili nel piano T
avranno le projezioni loro sul piano B in quells
medesima retta dove il piano Hsega il piano B (z.°13),
Pa se Pobbiettiva petesse giacere in nn niano qiie-
5t0 piano sarebbe quell unico, il quale passa per

a
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tre punti quali si voglia dell’ obbiettiva stessa, e
percib sarebbe 1] piano 11,

Adunque se I’obbiettiva potesse giacere in un
piano , la sua projezione sul piano B sarebbe una
retta. Ma cio si oppone (z.°11) alla natura dell’
equazione z3= 4z ; dunque ec.

19. Siano le due equaziont y*=pr, z*=p'z.
Avremo y = £/ pr, z = =/ p'x. Supposti, co-
me ne’ superiori esempl, sempre realli e positivi 1
coefficienti , nessun valore negativo di x sara am-
missibile, poiché se z sia negativa, riesce imma-
ginaria ’una e Paltra delle y, z .

Posta x =o, sara pure y=o=z, e crescendo
indefinitamente la grandezza di x positiva, crescera
corrispondentemente quella di y e di z. Adunque
I’ obbiettiva esiste tutta dalla parte positiva del
piano A, passa per |’ origine delle coordinate, e
procede indefinitamente dalla parte positiva del
piano stesso A. Perche poi ad ogni valore positivo
di z corrispondono sempre due valori di y eguali
in grandezza, ma diversi per segno, e due valori
di z eguali pure in grandezza ma diversi per se-
gno, conosciamo che possone aver lnoge tutti i
quattro seguenti sistemi di coordinate , a ciasche-
duno dei quali corrisponde un punte dcll” obbiet-
tiva .

X Y, 23 % > Yy — 53
Ty = Y>» 2, LT g™ ¥Y,—53

I. Adunque I’ obbiettiva e divisa in quattro
rami eguali e simili dai due piani B, C, essendo
ciascun ramo collocato in uno degli angeli diedri
che formansi dagli stessi piani B, G d’ intorno la
comune loro intersezione, D |

II. I due rami collocati da una medesima par-
te del plano C hanno comune la projezione sul
piano B, e reciprocamente que’ due rami che sono
dalla medesima parte del piavo B hanno ia proje-
zione comune sul piano C; che e quante dire,
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ogni punto di quella projezione sul plano B, che
viene determinata dall’equazione z*= p'x sara sem-
pre comune projezione di due punti della obbiet-
tiva, I’ uno dei quali avendo le coordinate z,
z, avra per terza coordinata y, 1’altro avendo
le stesse z, z, avra per terza coordinata—~y; e pa-
rimentl ogni punta della projezione sal piane G
che e determinata dall’equazione 5> =px sara pro-
jezione comune a due punti della obbiettiva I’ uno
de’ quali avende le coordinate z, y avra per terza
coordinata z, I’ altro avendo le stesse r, Yy avra
per terza coordinata — z, '"
1. La retta linea la quale congiunge due pun-
ti dell’ obbiettiva corrispondenti a due sistemi
(Zoys2), (%, =y, =z ) gilace in un piano
perpendico.are ai due piani coordinati B, C , ed
e divisa per mezzo da ciascheduno di essl , dun-
que taglia la comune loro intersezione . Percid
tutte l¢ rette, le quali congiungong due punti dell’
obbiettiva, determinati da due sistemi di coordi~
. nate analoghi ai due precedenti, segana la comu-
ne sezione dei due piani B, C. "

IV. Lo stessq dobbiamo conchiudere di quelle
retto, le quali congiungone rispettivamente i pune
ti determinati dai sistemi di coordipate analoghi
al dne(:z:',-‘----.y,:zc}.,.(:z:‘,y,,--—z)g2

V. L’ angola 4’ inclinazione che ciascheduna
di tali rette forma con ciaschednna dei piani B, G &
determinato dalla costante ragione che hanno fra lorg
le quantita z, y, cioé nominato ¢ quell’angolo fora
mato col piano G, sari yiz:r: tang.e: ) pxi pa:

. L)

VPV p' e quindi tang, e =1/ -%— . L’angolo poi
col piano B sara (gc®— o).

Adunque tutie le mentovate rette le guali u-
niscono 1 punti determinati dai due sistemi (x.9,2) 4
(r. =y, —% ) o pure quelli determinati dai due
sistemi (2, =y, 5 ), (@, ¥y, — z ) sono egual=
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mente -inclinate al piano G . Ma si & dimostrato
che passano tutte per la comune intersezione dei
};ia:ni B, G; quelle rette adunque sono tutte fra
oro parallele e giacciono in un medesimo piano.

Per la qual cosa due rami dell’ obbiettiva eon-
tenuti da due angoli diedri opposti, ed interno
lJa comune interseziane, dei piani B, C, giacociono
in un medesimo piano, e caostituiscone una sola
curva piana . Laonde 1’ obbiettiva ¢ composta di
due eurve piane, eguali e simili fra loro, che
hanno 1’ asse comune in quella retta, ove si ta-
gliano 1 piani B, G, il vertice nell’ origine dclle
coordinate, e i loro piani egualmente inclinati coi
piani B, G, ma a parti opposte di essi.

Ora poiche abbiamo veduto { n.° 2 } oche le
projezioni di quelle due eurve coincidwnoe tanto
sal piano B, quanto sul piano G, conchimderemo
che le due equazioni rappresentanti le projezioni
soi piani B, C di una sola di quelle carve, saran-
no le stesse che rappresentano le projezioni-dell’
altra, o ancora del sistema composto da ambedne.
Cio posto se vogliasi indicato distintamente. uno
solo di questi tre casi, sarad d’ nopo 4’ una ‘terza
equazione , la quale centenga la condizione carat-
teristica del caso stesso . az

20. La terza equazione corrispondente al oaso
in cui si vogliano rappresentate ambedue le curve
insieme , sara quella che risulta dalle due date e-
quazioni , come si puo inferire dal { ».°d }, cioe
pPy* = pz*. In quest’ equazione si veggono <confir-
mate tutte le propesisioni del (#.°¥:). Impereioc-
che & manifesto che la projezione dell’ obbiettiva
gul piane A, € un sistema di due rette linee,
P una delle quali & determinata dall’ equazione
n'p'=z/p, oppure — )/ p'=—z p; I altra ¢
determinata dall’eguazione y) p'=—z) p, oppu-
re — v/ p' =z, p. Adunque conchiuderenio caine
al (n.° 13 ) che I’ obhiettiva giace in duc piani
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perpendicolari al piano A ed insistenti sulle due
rette mentovate . Quneste si tagliano scambievol-
mente in uno punto della retta comune ai due pia-
ni B, C, poiche ad y=o corrisponde z==o, ¢ ¢i0
si verifica contemporaneamente nelle equazioni dell’
una e dell’altra retta. Adunque i due piani con-
tenent1 P’obbiettiva si tagliano in quella retta me-
desima , che & comune ai piani B, G.

I7angole ch’esse rette formano con 1" asse del-
le ¥, ¢ con quello delle z € determinato dalla co-
stante ragione |/ p:1 p', ed eguaglia I angolo
'’ inclinazione formato rlﬂpettlvamente col piano
B o col piano C da ciascheduno de’piani ohblet-_.
tivi projettati nelle rette medesime . Adanque i
due piani obbiettivi sono similmente inclinati al
piano B, ® similmente inclinati al piano G.

21. Se le proposte equazioni indicar debbano
una sola delle due curve accennate, (#.°19) allora,
ferme e duc equazmm del numero stesso, convien
che la terza sia noa d(l]r* due che si possono de-
durre dalla risultante 3%p’ == pz* , cioe per I’ una
delle suddette curve la terza equazmne sara_y1,/ p'
=g} pt per I altra sara y/p' =~z p. Per la
qual eosa mi sembra colP’addotto esempio abbastan-
za provato che non senza qualche restrizigne si
deve intendere quel solito teorema: una linea ¢ in
generale determinata con due projezioni; ¢ cid basti
per rendere avvertito onde non abusare della pre-
ziosa estensione di cui sono dotate Ie esprebsmm
algebriche.

 22. Dimostrato, e come per le date equazioni
venga espressa la forma e posizione d” una linea
nellto spazio, e come dedur si possane le proje-
zioni della medesima, ne segue, che se per mezzo
delle opportune equazioni venga rappresertato in
sistema di linee esistente nelle spazio, tanto dal-
le stesse equazioni , guanto dalle corrispondenti

projezioni potra essere egualmente indicata egni
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circostanza di posizione reciproca esistente fra le
dette obbiettive. e 1 e

Se queste si tagliano, i valori delle coordina-
te corrispondenti ai punti d’ intersezione soddisfe-
ranno egualmente alle equazieni di ciascheduna
obbiettiva. Gosi le projezioni de’ punti stessi sa-
rapno punti comuni alle projezioni delle obbietti-
ve su tuttl 1 tre piani coordinati, ovvero due pre-
jezioni di ciaschedun d’ essi punti sopra due pia-
ni coordinati, saranno egualmente distanti dal ter-
zo ( n.° ¢ ).

Se le linee obbiettive si tocchino, avranno
una tangente comune , e le condizioni di essa ver-
ranno determinate dalle equazioni delle linee ob-
biettive che si toccano, siccome le projezioni del-
la tangente medesima, dovendo essere tangenti alle
projezioni delle obbiettive, dipenderanno da queste

stesse projezioni ec.

Ma il fine di questo saggio, ed i limiti ad esso
preseritti non comportano di andar oltre in tale
materia , nella quale ¢ indispensabile una certa fa-
miliarita colla dottrina delle curve piane da non
doversi esigere , né supporre nclle persone alle
quali principalmente s’intende di parlare.

Per la gual cosa converra ristringersi alle linee
rette, per Panalisi delle quali bastano i primi ele-
menti comuni, e le nozioni che abbiamo precedente-
mente stabilite. Oltre di che i principj che rica-
veremo dall’ analisi di codeste linee, serviranno di
fondamento alle succedenti dottrine . |

23. Abbiam veduto (n.° 13) che due equazioni
della forma ar = by, cx =dz determinan completa-
mente una retta, che passa pel punto comune ai
tre piani coordinati. |

Sara dunque determinata la lunghezza d’una sua
parte intercetta fra dne punti corrispondenti a due
dati sistemi di coordinate, ammissibili nelle equa-
zioni della retta stessa,
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Imperciocché nominata » codesta parte, (z,y,2)
il primo sistema di coordinate che dctermina un
estremo della retta, { ', »', 2’ ) il secondo, che de-
termina l’altro estremo , sard u?=(z'—x)* +(y'—y)*
+ (z'—z)?; ricavati poscia dalle date equazioni i va-

ri di y, z, %', 2’ espressi per le rispettive funzio-
. | ’

- - : ] . _ . be b % i3 o J— a
ni di z ed 2', si otterra I’ equazione z*=|{ 14—

o2 \ . »,e e | =
i g_{_) (z'=x)?, ove attribniti i loro valori ad z',

ed z,.si avra espressa in quantita note la cercata
lunghezza di « . Se uno del valori supposti fosse
=0, il punto corrispondente al sistema di coordi-
nate cul spetta un tal valore sarebbe manifesta-
mente’ 1> origine stessa delle cordinate, ed in tal

2 3
Y n . 2 :c
caso 81 avra u*=ux> (1 - 7T = Ti?-) quando x'=0,

°PPHre. ur=z" ( 1+ 2 +f:—) nando z = o
: - b2 d? q Rac .

24. Sara pure determinato ’angolo d”inclinazio-
ne che I’ obbiettiva forma con ciascheduno dei
piani coordinati. |

Imperciocché da un punto P qualsivoglia del-
la obbiettiva ¢’ immagini condotta una perpendico-
lare a ciascheduno dei piani coordinati. Sia p la
projezione (z.° ) (Fig. 2) sul piano G del supposto
punto P, e si conduca la Op. Sian chiamate al
solito {x, y, z) le coordinate determinanti il pun-
to P, eguali rispettivamente alle perpendicolari
che dallo stesso punto P abbiamo immaginato esse-
re comlotte su i piani coordinati . Se "angolo d’in-
clinazione che forma 1’ obbiettiva col piano G st

chiami m, avremo QOp:z::1:tang /#, ed essendo
4 ' cx

Opﬂl/x.a.pyﬁ? sara tang.m :VF—F}_E = =TT
‘ al/ &+ 5
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('b . . . . ; #
- —————=, Similmente si trovera I’ espressione degli

dy b2-a® _

angoli formati cogli altri piani B, A, ' |
25. Considerata come raggio la parte delia ob-

Diettiva intercettd fra’l punto P e I’ origine delle

coordinate , € nominati rispettivamente m, n, ¢ ;

gli angoli che forma eoi piani coordinati A, B, C;

le coordinate z,  , © saranno 1 rispettivi seni.

Percid, chiamata r la sopradefinita parte dell’ ob-
biettiva , sara r* == 1 = sen.'in 4 sen.’nz +sen.*t, €
sen.® m = cos.bis — sen,> =cos.{f+n} cos. (t = n) (a).

- Da cid si ricava entro quar limiti & sempre
circoscritia la somma dei tre angeli &’ inelinazione
che la retta obbiettiva puo formare coi tre piani
coordinati . -

- In fatti non potendo essere maggrore di go®
“piupo degli angoli m,n, t, sara sempre minore di yo°
1a differenza tra due di essi, e percio cos. (¢ » n)

sara sempre quantita positiva. In oltre essendo
sempre quantita positiva sen.’»n , sara ancora sem-
pre positiva la quantita cos.{f=n), cie¢ la somma di
due angoli non potra mai superare un retto .

Pongasi {#-+n)=go°. Sara sen.*m=o, e percio
m=o. Danque, essendo egnale ad un retto Jda somma
di due angoli, il terzo sara necessariamente nullo .

Ponwasi 7x==¢c®; sara sen.*m=1==c0s.{n-f}cos.(t « z),
equazione impossibile se nen sia n=o, r=o.
Adunque se uno degli angoli sia retto, clascuno
degli altri due sara nullo. S

Ponendo che nessuno degli angoli sia nullo,
sarid cempre sen.m maggiore di cos.(f+n) e minore
di cos.(t~ 1), dovendo essere CoS.(¢-+n) < cOs:{t =n).
Dunque m sara maggiore del complemento di t4-n.,
e quindi (m-=n-+1)>go°. Laonde riassumendeo le

(a) T segno = si prende per dimostrare la differenza as~
soluta tra ¢ ed n indipendentemente dal suo segno positivo,

6 negative «
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cosé Jette di 30pm si conchiude che la minima
somma € 0c°. e questo cdso esige che uso almeno
deglh angoli sia nullo..

Quando eli angoli m, n, ¢ sian nel caso del-
la massima somma dovri il secondo membro dcil®
equazione sen.*m == Cos.(f-+n) COS. (2 = n) aver il mas-
s1mo valore cui possa gmgnere senza mutare ia
somma {t+n) . Ma cid avviene gnando n=t, e lo
stesso ragionamento si pud ripetere sopra 1' equa=
zione sen.’t==cos.(m=n) cos.(m « n}, la qual deve
sussisterc al pan della precedente, e parimenti so-

ra 1”altra sen.*n = cos.(m~+1) cos.(m «{} . Adungue
{)a massima somma esige che 1 tre angoll m, n., t
siano eguali fra loro .

- Ma una retta che passa pe] punto comlfmf* ai
tie piani coordinati, e forma il meuemmb anzolo
d’ inelinazione con (xascheduno di essi & mel case
in cui si trova la diagonale del cubo relativamens
te alle sue faccie. Dunque la massima somma ri=
cercata eguaglia il triplo di quell’ angolo che fer=
ma la diagonale del cubo con cmscheduna delle
faccie .

Il seno di tal angolo, posto r = 1 & ‘--/fé

A qualunque retta data nello spazio si patr
condurre una pamlleh pel punto comune ai ire
piant coordinati, e gli angoli fermati da questa pa-
xallela coi piani coordinati saranno eguah , orii-
natamente , a quelll che forma coi plani stesst la
retta data. Duoque la somma defrh angoh che que-
sta data retta qualunque, forma col piani coordina-
ti sara sempre circoscritta dal termini definiti su-

Perlermen te .

26. Siano le dne eqnazioni ax:by-'i-p:?)(j’-h i)'

fo=hs -e-g"_'h(z-i-*%—). Dalla prima si otterrd Ia

e pa
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projezione dell’obbiettiva sul piano C {#2.°6) e si

ha la pfoporzione x: (y e —%—-)::b :a. Dalla secon-

da si otterra similmente la projezione sul piane

4

B, e 51 ha :v-:(z~+—-§~)::k:t.€iascheduna di talz

projezioni € una retta linea. Duanque ragionando
come al (n.°13) I’ obbiettiva pure € una retta. La
differenza tra il presente caso e quello del (n.°13)
consiste in cio, che in quello la retta obbiettiva
passa per Uorigine delle coordinate, ed in equesto no.

27. Per tanto se nelle date equazioni le coor-
dinate variabili z, ¥, z non oltrepassino il primo
grado , I’ obbiettiva é sempre una retta .

Quando ciascun membro delle date equazioni
sia privo di termini costanti , 1° obbiettiva passa
pel punto comune ai tre piani coordinati (n.°13).

Passera per un punto comune a due soli pilani
coordinati, se nella sola equazione fra le coerdina-
te, che si riferiscono a tali piani, manchino i ter-
mini costanti . Finalmente I’ obbiettiva incontrera
ciascheduno dei piani coordinati, in un punto di-
verso, gquando in ciascheduna delle date equezio-
n1 si ritrovi aleun termine costante . o

28. Si eerchi ora il punto d’incontro dell’ ob-
biettiva con qualsivoglia dei piani coordinati, e
sia questo il piano C.

La distanza del cercato punto dal piano G sa~
ra nulla . Dunque dalle date equazioni sara espres-
so il supposto caso, quando in esse pengasi zI= o»

Allora s1i avra 2 = 4 ed yzaq;;pf , € con gue=

sti valori delle coordinate x, y si potra determi=
nare graficamente sul piano C il punto cercato

(n.°10}.
Similmente si potra determinare il punto d’in-

contro con clascheduno degli altri due piani A,B .
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29. Passiamo a descrivere la projezione della
obbiettiva sopra qualsivoglia dei piani coordinati,
e pongasi essere il piano C.

Six questo piano rappresentato come prima, da
quello del foglio {Fig. 3), e le intersezioni di esso
col piani B, A siano rappresentate dalle rette VV’,
TT" poste ad angoli retti fra loro nel punto O .
Quei punti ne’ quali 1’ obbiettiva incontra i piani
A, B avranno le projezioni loro, il primo sulla
retta TT', il secondo sulla VV' (n.° 8).

Per ottenere la seconda di tali projezioni cone

verra porre y=o: {n.° 10), & ne verra g = -‘-‘% . Pre-

‘ N " s
sa dunque Of=<- dalla parte V positiva » sara £ la

projezione del punto d’ incontro col piano B.

- Similmente fatto z=o ne verra _y'.‘:-_--_-%’-, e quin-

di presa :Oa:-%’- dalla parte negativa , sari 4 la pro-

jezione del punte d’incontro col piano A.
Dunque tirata pei punti 4, @ I’ indefinita « 8,

sara- questa retta la projezione dell’ obbiettiva sul

piano C . | |

In simil modo si trovera la projezione sopra

qual si voghia degli altri due piani A, B.

30. A tutte le ricerche fatte precedentemente
sopra la retta obbiettiva nell’ ipotesi che passi per
P origine delle coordinate , puossi egnalmente sod-
disfare col metode stesso ancor gquando la retta
nongassi_per I’ origine mentovata. Quanto al que-
sito del (n.° 23) si verifica ancora nel presente caso

che (@' —a)* +(y' —y)2 + (/—=2)* = u, quindi

_ — "
u:'(x'_w)‘l/(l"'%}"" .;_),essendo u la
21

parte della obbiettiva intercetta fra due punti, I’ uno
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de’ quali abhia le coordinate (z, y, z), 1’ altro
abbia la (2, 4, 5'). o '
Per cid che risguarda la ricerca del (n.° 24) =i
potra rendere identico il nuove caso con quello, nel
seguente modo . | e
S’ immagini un pianc B’ paralello al piano B

€ postd alla distanza ---‘;-' da esso. Tutti i punti

dello spazio che hanno la distanza 5 dal piano B,
avranno la distanza Y = (y 4 -%-) dal piano B'.

Similmente ¢’ immagini un piane C' paralelle
al piano C, e posto alla distanza -~ -%— : (iai.:es‘sb .
Tutti i punti dello spazio che hanno la distanza z

dal piano C, avranno la distanza Z ':(z *%)
iano C’.

dal 1 -
%er tanto fatto X=x se le due date equaziont
si trasformino nelle altre due seguenti «X 3=5Y,
fX=~#hZ le quali rappresentand la relaziohe tra le
coordimate X, Y, Z rifcrite al nuovo sistema di
piani.woordinati A, B', C'; gueste ultime equazio-
ni esprimono una retta che passa pel punto comu-
ne ai tre piani A, B, O’ (n.° 13), la qual retta & la
medesima che si esprime per le due prime equa-
zioni date, perché ogni punto di essa avendo la
distanza z dal piano A, la » dal piano B, la =
dal piano € deve avere la medesima o= X:dallo

stesso piano A, la ( y+ & ) =Y dal piano B la
( z -+ —%— ):‘Z dal piano C. Adﬁnque avrémo (no 24)

tan = Z s o e inati n, ¢
g- 7 -—VXQ +'12, — }{V-a"“i—*:‘:zz, € Domlnat n, |

gli angoli formati rispettivamente coi piani B, A,
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: Y ah X
] nm - e 1 : - tan ] t : ot P R
R M 2 e Y iy AL S o

bh

o TWTED .
— Vearhi e

31. Dalle cose gid stabilite si deduce agevol-
mente che se z=my-n, r=Mz+N siano le equazio-
ni di una retta 71, e le z=m'ywn', 2= M'z+N'sia-
no quelle di urn’ altra retta I’ paralella alla I1,
dovran essere m=m', M=M'. -

Imperciocche le prime dne eqnazioni si ridu-
cano alla forma X=mY, X=MZ, e le due secon:e
riducansi similmeate alla forma X'=n'Y’, X'=M'Z".
(n.° 30) . o

Saranno A, B'., C' i piani ai quali «i riferisco-
no le coordinate X , Y, Z della retta 1; A,B"", G”
quelli ai quali si riferiscono le coordinate X', Y', Z’
lella retta I’ paralella alla II . - .

Se immagineremo presa nella TT una porzione
u intereetta fra I’ origine delle sue coordinate X, Y, %
ed un punte P, e similmente presa nella Il una
porzione ' =u intercetta fra 1’ origine delle sue
coardinate X', Y', Z' ed un punto P, le coordina~
te X, Y, 4 del punto P dovranno essere rispetti-
vamente eguali alle coordinate X', Y', Z’ del puna
to P'. Percio mY =m'Y', ed essendo pure Y=Y,
sard necessariamente m'==m . Nel modo stesso di-
iostreremo essere M=M' .

‘In una maniera analoga si dimostra pei per
gconverso che essendo m=m', M=M’; le duc rette
debbon essere paralelle. |

32. Relativamente a tre piani coordinati A, B, G
essendo date le tre coordinate (z',y',2"} d’un pun-
to che si chiami P', e le (g", »"', z'' ) I’ un altro
punto. P’'; trovar le equazioni della retta che pas-
sa pel punti P', P,

Le cercate equazioni debhon essere in generale
della forma, aa=ly+p , fr=fizwq, (1e 27). Quest



30 NozioNt PRELIMINARY

81 riduocono alle due z= -E-y -+ %, o= e j: Z -7,? .

Esse .debbonae sussistere, tanto po-nendt) i wvalori
(¢, &, 7) delle cormspondentl (z'y v'5 2'), Jnanto
ponendo i valori (<, g,y ) delle (a:", y'5 ")
(10 posto il problema si riduce ad esprlmere i va-
!orl de” coeflicienti T e T f per mggzg del.

le date quantitd , £, 7, %, 8, 7'
Per tanto essendo (z"'=—z) = - (;r” '), 80-

g-...

(“ -‘1, a 3.' e
.. --ﬁ'l
percid se pongasi b=« —«), sara a...,.( --—-ﬂ)
L’ equazione generale tra le coordinate z ,. - dxn

(o' --u'y-l-P
(B—3)

stere tanto ponéndo z =«, edy V4 reldtlvamﬁnte al
punto P, quanto ponendo z=«', y"""[.'i‘ relativamente
al punto P*, Fatta pero I’ nna o altra di queste
sostitnzioni si ricavera p=af— «6, € I’ equazione
tra le coordinate x, y relative d”a retta cercata
sari Z@ =g)={d—a)y+(a8'—8). Slmllmente si
trovera aquella tra le T, z essere a(y—y) =« —e) 3

stituiti i corrispendenti valori, si avr

verra dunque = , la quale deve sussx-

+(ay —<'y).
33. Date le dne equazioni T=my-+n, z=Mz+N
d’ una retta 11, e le due altre '=my'+n', 2'=M"z'+N’

d’ una Qecumla retta I1' | si ricerca se ]e due rette
$ incontrino in qualehe punto ,

Nell” ipotesi che le due rette s’incontrino , deb-
bono rispettivamente commdele le coordinate x, v, =,
colle lore cognemini z', ¥ s nel supposto punto

d"incontro . Adunque sara my-+n=—mm ¥ 'ttt = Mz

=M:z+ N, ed essendo pure y=y', -= 2z, sara
= o NN Londe provienc z =TT
Y = mIw T T M=M P ~ Tm—m
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M'N-N’M_ ’ P .
= —y—m_ — % - Per la qual cosa I’ ammessa ipo-

tesi non potrd sussistere, se pur non sussista I’ e-

: mn—n'm _ M'N—N'M
quazione ——- N
non abbiane un valore finito . Che se avessero va-
lore 1nfinito, essendo finite le quantita m, m', n, n/,
M, M', N, N’, ¢id non patrebhe avvenire se mon per
essere m'=m, M'=M , ed in tal caso le rette sarebbero
paralelle (n.° 31). | |

34, Si cerchi I’ espressione dell’ angolo che for-
mano le due rette T, II" proposte nel ( n.° prec.) .

Se pel punte O comnne origine delle coordi-
nate (n, 7 ) s'intenda condofta una retta cuni chia-
meremo OL , paralella alla T , ed una ‘OL' para-
lella alla ¥, I’angolo compreso in O dalle due
rette ymmaginate  OL , OL' sara eguale al cercato,
cui chiameremo ¢. In oltre le equazioni della OL’
saranno &' =m'y', x'=M'z"; (nt# 13, 31) quelle
della OL saranno z=my, =Mz, Poangansi termi-
nate le OL, OL' rispettivamente . ne’ punti L, L'
egualmente distanti dal piano G, ecioé sia z=g8=2"
essendo z la coordinata del punto L, z' quella del
punto L' relativamente al piano C ed i punti L,
L’ siano congiunti da una retta LL'. Sara formato
un triangolo, 1 lati del quale sono la retta LL/',
la retta OL, e la retta QL' ,

, ed i membri di essa

Abbiamo , (7.°23), 6_1_;’:/3’ (I-J-M’*—;):

m
ot i TRy '3 M T2 f v My
OL"=g (1+M +—”?;-),LL :—_gz((M --M)’-»(';,;f—;;) ).

OL? 4+ OL* —1LL
20L . Ol

m'm - n'm , MM 4+ MM

L+ MAImiil M2+ m"i.M"'-i-m'z) )

Abbiamo ancora cos.p = ; 81 avri

dunque C0s.¢
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Percio se 1’ angolo o sia retto, dovri essere

, MM .
03,0 =0 =1 + MM + —— . In ogni altre caso, uno

¢

dei valori che ha il secondo memhra dell’ equazio-

ne precedente pel deppio segno del radicale , sara
1l valore di cos.p e I’altro sara quello del suo sup-
plemento . Se poi debbasi usar 1’ uno, o 1’ altro

]
si conoscerd dall’ essere LL o< di OL +OL>.

35. Per un dato punte, che sil chiamera L,
condurre una retta, cui chiameremo 11' che formi
un’ angolo dato ¢ con una data retta TI .

Siana x =my +n,r==Mz<+N le due equazioni
della data retta I1: z'=m'y'+n', 2'=M'z’'+N’ quelle
deila cercata II';  , 6 , ¥ le coordinate del punto dato L.

Le due equazioni della cercata retta 1’ devo-
no sussistere pouendo x'=e, y'=3, z'=,, per esser
L un punto della retta stessa; quindi ricaveremo

le due equazioni
I#  H=a—m'g N'=a-}M',, .

Per cio che fu dimostrato (n. 33), deve aver
Inoge I’ equaziene
114 m'nemn'm _ M'N—N'M

m'—m T M==M

Posti in essa i valori di n', N, ricavati dalla ¢ ¢
fatto per brevita n+mi=p, N+ My=g, si otterra

m .M. (p—e)

m' (p~q}+m(qg—a)

_ Sostitnito questo valore nell’ espressione di €08.5
ritrovata (n. 34), e fatto peu=A, p—g=B, g—ua=C,
=A =B, m*+m*>M?*+ M =D, si avra

IV* m'* ((M2A% + B2) D . cos.2¢ — m*(M*A + B)?)
—2m' m((M?A+m*()(M*A+B)~BCDcos.* ={M?*A-+m*C)?
—(M2A%+m?(C3) D cos.?p

IT1- M=

Pos-
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Posto per tanto =P il coefliciente di m', posto
= 2R quelio di m', ed il secondo membro dell’ e~

. L R SPL R
— . i e
quazione =5, sara m'= — = pr e

- Da questo risultato apparisce che essendo ge-
neralmente duplice il valor di ', ‘daplici ancora
dalle equazion: III* e 1° si ricaveranno i valori de-
glt altri coeflicienti M’ , #’, N', dal che si vede
che due retie Il soddisferanno al quesito, come di
gla si sapeva dagli elementi ordinari della Ceome-

. .

tria piana. D

Per ottenere le coordinate del punto d’ incon-
iro fra le due rette IT, II' si porrd uno déi trovati
valori di m’ nell’ equazione II{* ¢ da essa avremo
il corrispondente valore di M'. Coi valori di m',
M’ ricaveremo dalle eqnazieni I°, quelli di n' ed
N’, e conosciuti i valori di m', M’, n, N' si avry
in qualsivoglia dei due membri dell’ equazione I[
-1l valare della coordinata 2’ (1.° 33), ovvero della
x ad essa eguale. Noto poi 2’ nelle equazioni del-
la retta I, ovvero x nelle equazioni della I, si ot-
terranno 1 valori delle y'=y ¢ 2/=5. o

{ 2
36. Quando g=qo°, sara ;/( E-S-Ptﬁ-) = o,

« - R ' - . Y i
e quindi m' = — , d’ onde ¢oll’ ordine indicato 31
9 P _

risale all’ unico sistema di equazioni che determi-
na I’ unica retta T1" normale alla proposta I1.

37. Se¢ le due equazioni di una retta siano
x=my-n,z==() , indicheranno evidentemente che la
retta € paralella al piano G, cul si riferisce la
coordinata z costante , essendo la distanza di qrie—-
sta retta in tutti i punti eguale alla data lunghez-
za costante (), Se pongasi essere Q = ¢, la retta
obbiettiva sard nel piano C .

Adungue se siano dati 1 dae sistemi d’ equazioni

P a=mmyaen, =7 10 Xzl Yan', L=Q=z
3
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essi indicheranno due rette che giaccionoin un piane
paralello al piano G e posto alla distanza Q dal
medesimo . | | | |
La coordinata z corrispondente al loro punto
d’ incontro si otterra pure in questo caso dalla for-

mula ‘z = — ,H;m (n.° 33), che non dipende

da Q. .
. . . n4-n
Parimenti la coordinata y = — Ma I’ an-
golo che formano insieme implica nella sva espres-
sione M, M' ( n.° 34) che dipendono da Q. |
Per valersi della formola esprimente cos.g (n.°34)
convien danque ridurre I’ equazione seconda del si-
stema I° alla forma a2=Mz+N , e la seconda del
sistema (II°) alla forma X = M'Z+N'. Saranno deter-
minati 1 coeficienti M, N, M', N' se faremo in

: —N \
primo luogo z = f——M——- = Q ; E perche possa sus-

sistere I’ equazione sotto cotal forma, e chiaro che

» . x
in essa dovra essere 2 =0 qualunque valore fi-
nito si1 attribuisca ad . Dunque dovra essere M=ce

Ma dovendo altresi essere w= "Nﬁ = Q, ¢ 4 nopo

che ancora sia N=: .
Ponendo adunque M = L, N = ~ -% , € Sle
| - |
milmente ritrovati i valori di M', N', saranno sod-
disfatte tutte le necessarie condizioni. Gio posto
la formola esprimente cos. , diviene

mm MM4+ MM __ m'm—-1
V Mz m - MO)(M2mop M) V(mPh)m 1)

38. Per accertarci che questo risultato sia vero,
immaginiamo 1l piano in coi giacciono le rette
proposte , e le intersezioul del medesimo coi piani
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A, B siano rappresentate ( Fig. 3) dalle TT',VV’,
Le supposte rette obbiettive siano rappresentate
dalle %8, 25, essendo in = il loro punte d° in-
contro scambievole, e g, » que’ puntl ove incon-
trano la VV', Or rappresenteri la coordinata z re-
lativa al punto», la o7 rappresentera la corrispon-
dente coordinata ¥ . |

Le due rette nel loro pilano saranno rappresen-
tate dalle rispettive equazioni a=my+n , X=m'Y+n'.
Il punto # dove la prima incontra la V'V sari de-
terminato ponendo y=o , d’ onde viene z=n=C04..
Similmente ricaveremo dalla seconda X=n'=Cy. Se
pertanto si chiami z la coordinata O« corrispouden-
te al punto d’ intersezione 7, sard se=z—n ,

13

vyzx--n',ﬂ?:‘-n'-n s b=/ (x—n)*+y> = (x"-n)*l/ I —

m? ?

2
BT 4= T Oy

— —F 2 .3 — ._ £ _,._I__. e
7w SV e eyt = (ren )I/I T 0030 287 . ¥

T
m'*

(12 = 7Y,

) = (v=r)?

(z—n)* (5t + =) 4 (2=—n) (1 +

R )
e

—

Ma z—n = —

’
Ty T e — (n.° 33);

sostitniti questi valori, e ridotta la formola ai mi-
nmmi termini, si trovera come sopra
T -tm'm

v (1+m? (14m?)

COs.0 =

3g. Se il caso proposto fosse rappresentato dal.
le due 8-, »'7 in vece delle due Bw 5 o7, s;ar-ehhe
¢ uwepo mutare il segno del coefficiente ', sicco-

p [ - ’ . 3 saven iy b
me ¢ chiaro (nmt 31, 14) . Allora si aviebbe
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— (n'—n)m n,_(n'-—n)m'
==l = m'-}-m’x T mtm

, 6 adoperati questi

valori nella formola di cos.¢ , essa darebbe

o J—m'm |
€03-9 = JaFmH(i+m™)
se in essa ponghiamo — m' in luogo di m'.

40, Quando una delle equazioni rappresentanti
una linea curva, esprima un valore costante per
una delle tre coordinate , si pud stabilire relativa-
mente alla eurva una conclusione analoga a queka
che nel (n.° 37) abbiamo fatto relativamente ad
una retta . |

Siauo per es. le due equazioni z=p, F{xyy)=xo,
rappresentando col simbolo F(x ,y) una funzione
delle due coordinate z, y S

Egli ¢ manifesto che qualunque sia la relazio-
ne alla quale sono obbligate le due coordinate x, v,
il pnnto mobile che descrive la supposta obbietti-
va (n.° 11 ) mnello spazio , ubbidendo alla legge
costituita fra le coordinate x, y, z, dalle date e-
quazioni rimarra sempre alla medesima distanza p
dal piano G. Dunque la linea descritta da tal pun.
ta sara in un plano paralello al piano G. |

La forma poi della linea stessa verra determi-
nata solamente dalla equazione F(x3 y)=o.

Laonde si fa palese che il metodo di rappre-
sentare per mezzo di due coordinate quelle linee
le quali possono essere descritte in un plano, non
¢ propriamente se non I’ applicazione del metodo
generale delle tre coordinate ad un caso particolare
ove una di esse € = o,

com’ ¢ la superiore (n.* 38} ,
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Della Superfr cle .

41, Come abbiamo immaginato descriversi nel-
o spazio una linea col movimento di un punto
{n.°11), in modo analogo possiam coneepire de-
Beritta 0 generata una superficie col movimento &’
una linea. _' |

- Nella descrizione d’ una linea, il punte de-
scrittore non essendo dotato di estensione e fign-
ra, la linea descritta non dipende se non dal mo-
vimento del punto descrittore medesimo . Nella
descrizione della superficie la linea genersatrice
avendo una forma e grandezza, o costante o varia-
bile, la saperficic generata o descriita dipende in-
sieme dal movimento e dalln forma e grandezza
della linea generatrice , o descrivente .

42. Ponghiamo per cagioné d’ esempio essere
la linea generatrice un circolo di dato diametro
costante . Movasi in modo che il suo piano riman-
ga sempre a se medesimo paralello, il suo centro,
ed ogni punto della circonferenza descrivano rette
linee. La superficie generata, o percersa dalia cir-
conferenza di tal circolo sara cilindrica: retta od
obbliqua , seconde che perpeandicolare, od obbli-
quo sara il piano del circolo generatore per rispet-
to alla retta percorsa dal suo centro.

Ponghiamo che il circolo stesso descriva col
suo centro un’ altra circonferenza circolare alla
quale sia sempre normale il piano di esso circolo
generatore ; la superficie generata sara anulare .

Ponghiamo che stando immobile un diametro
del circolo generatore , questo roti intorne a quel
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diametro; la superficie generata sara sferica .

Ponghiamo ancora che il centre descrivendo

una retta, il piano rimanendo sempre a se mede-
simo paralello , il diametro scemi, o cresca suc-
cessivamente con certa legge; la superficie genera-
ta variera in un numero indefinito di maniere ,
essendo indefinito il numero delle condizioni se-
condo le quali puo variare il predetto diametro .
Se le grandezze di questo procedano come le di-
stanze del centro da un punto determinato della
retta ch’ esso descrive, la superficie generata sara
conica . -
43. Immagino collocata nello spazio una super-
ficie qualsivoglia. La tocchi un certo piano 1 pa-
ralello ad uno dei piani coordinati, per es. al pia-
no G . Se il piano TI si mova paralellamente a se
stesso , segando sempre in ogni sua posizione la
proposta superficie ebbiettiva, ciascheduna sezione
potra essere considerata .come la generatrice della
detta superficie obbiettiva (7.2 45), ed un’ espres-
sione analitica, per mezzo della quale possa essere
determinata ciascheduna delle indicate sezioni, de-
terminera pure la forma, grandezza, e posizione
della supposta superficie obbiettiva , perché tutte
quelle seziopi non potran essere comuni a diverse
superficie , ~

Ma le mentovate sezioni si pongono costitni-
te in piani paralelli al piano G, dunque ciasche-
duna di esse sara espressa da due equazioni, una
delle quali sara della forma z=p, 1’ altra sara
della forma F(x, y)=o0 (n.°40).

L’ espressione poi che rappresenta.la superficie
obhiettiva, per le cose che abbiamo superiormente
osservate , deve prendere la forma F (z,y) = o ala
lorche in essa sostituiscasi a z uno dei valori, de’
quali questa coordinata & suscettibile . Fatto lo
stesso ragionamento per rispetto alla coordinata z,

eonchiuderemo che I’ espressione rappresentante la
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superficie obbiettiva deve prenderelaformaF (y, z)
se in essa pongasi un valore p’ di cui ¢ suscettibi-
le z, invece della stessa = . Similmente conchiu-
deremo che I’ espressione suddetta deve prenders
Ja forma F (x,z) ponendo in essa un valorep' &i cul
sia suscettibile la y invece della stessa 3. Dunque
I’ espressione rapprescutante una superficie qualan-
(que sarh sempre compresa in un’ equazione della
forma ¥ ('z, y, z )=o0, intendendo nel simbolo
che costituisece il prino membro una funzione con-
tenente le tre coordinate variabili z, v, 2.

44. Sia proposta 1’ equazione az—+by-+cz~d =o.
Se pongasi in essa z==p, diverri ax ==—by—d—cp.
Questa equazione dovendo sussistere insieme coll’
altra z =p, ambedune insieme rappresenteranno una
retta linea parallela al piano C (n.°37). Dunque
la sezion plana fatta nella superficie obbiettiva pa-
ralellamente al piano C, ed alla distanza p da es-
s0 € una linea retta,

Similmente si troverh essere una retta linea
la sezion piana fatta paralellamente al piano B ed
alla distanza ¢ da esso, come pure una retta la
sezion piana fatta paralellamente al piano A e ad
una dittanza s dal medesimo. Alla stessa conclu-
sione riesciremo ponendo prima z=p', poi ¥y = ¢’
indi x=s' ec. Dunque ogni sezion piana della su-
perficie obbiettiva, fatta paralellamente ad uno de’
piani coordinati € una retta linea . In oltre attri-
buendo qualunque valore reale ad una delle coor-
dinate , sempre reali riescono i valori delle ‘altre
due nella equazione risultante, dunque la super-
ficie obbiettiva si estende indefinitamente per ozni
verso, perché a qualunque distanza da qual si vo-
glia der piani coordinati, essa incontra un plano
secante paralello al piano coordinato medesimo.

Tutte le rctte che nascono per le sezioni pia-
ne fatte sulla superficie obbiettiva paralellamente
ad uno dei piani coordinati sono paralelle fra lo-
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ro, atteso che i cocflicienti delle variabili rimans
gono costanti nelle equazioni dalle «nali esse ret-
te sono rappresentate . come € facile vedere nel
caso supposto che i piani secanti sian paralelli al
pian® C.

Le equazicni rappresentanti due siiccessive se-
zioni fatte alle distanze rispettive ps p saranno

ar=-—by —d—cp, z=p
ar=-=—by —~d—~cp', z=p

e quindi le rette rappresentate da tali equazioni
sono tra di loro paralelle ( n.° 31 ), e cosi dicasi
di quaute altre si voglia. Ma tutte le retie stesse
devono passare per quella dove la superficie  ob-
biettiva e tagliata da uno dagli altri due piani
coordinati B, A; dunque tutte le rette che nasco-
no tagliando la superficie obbiettiva con piani pa-
ralelli ad uno dei coordinati sono costituite in un
medesimo plano , ¢ pereid la superficie rapprescn-
tata dalla equazione. ax4bywcz+d=0 & un plano,

45. E chiaro che se nel’equazione precedente
suppongasi una delle variabili elevata ad una po-
tenza qualungue superiore, o iuferiore alla pri-
ma , I’ equazionc pit non soddisfa a tutte le cone-
dizioni osservate. Adunque I’equazione rappresen=
tante un piano dovra necessariamente avere le va-
riabili al primo grado.

46. Sia propesta 1’ equazione
(D) (er—(z=0))(c—1)= (x—=a)*— (y=b)2=0,

Se pongasi z=17, sard (r—a)? + (y—4)* =0,
ciocché non puo avverarsi quando non sia v =a,
y=b . Dunqgue alla coordinata z =1 corrisponde
nella superficie obbiettiva un solo puunto, e le tre
coordinate di esso sono x=a, y =4, z=1.

Pesta c =977 sara pure in tal caco (2—a)® -
(y—l)*=0 . Dunque ancora alla coordinata z ="2r <+ /
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_vorrisponde, un solo punto, del quale le tre coors
dinate SON0 x=a;, y=b, z =2/, =

Percid la retta la guale congiunge i due men-
tovati pupti sard = ar—+/=/= 2r {n.° 30), ed avendo
ambedue gli estremi egualmente distanti dal-piano
A, ed egnalmente distanti dal piano B, sara paraiclla
all’intersezione dei piani A,B, cioé normale al pranoG.

Ora jmmaginiamo un piano A’ paralello al
piano A e poste alla distanza « da esso . Le coor-
dinate della superficie obbiettiva riferite al pia-
no A' saranno { z — ¢}=X (n.°30): Similmente
immaginate un piano B’ paralello al piano B e po-
sto alla distanza & da esso, le coordinmate rn-
ferite al piano B’ saranne (v — &)= Y. In fiue
immaginato un terzo piano G’ paralello al pinno
C e posto alla distanza r=+17 da esto , le coorii-
nate riferite al piano C’ saranno (z—(r4- 1)) = Z.

Cio posto, la data (D) si trasforma nell’equazione

(E) (r—Z)(r=+Z)= X*~1Y2%

Apparisce evidentemente che la retta determi-

nata di sopra dai sistemi |
~a, y==h,z=1
_\ r=a, y=b, s=or -+l |

coincide colla intersezione dei due piani A’, B'.
In olire ¢ chiaro che il punto comune al nuovo
sistetha di piani coordinati A", B', G' divide per
mezzo I’accennata retta. Imperciocché gnando =2
sartda Z==7r, e quando z=-+2r-+17, sara LZ=7.

Attribuito per tanto alla variabile Z qualun=
que valore p, ammissibile nella equazione (E), sas
ra r*—* =P* =X*4 Y3, equazione che deve sus-
sistere insieme coll’ altra Z=p . Laonde la sezion
piana favta nella superficie obbiettiva paralellamen-
te al piano C', ed alla distanza p da esso ¢ una
linea ( 1.° 43 ) espressa dalle due equazioni Z = p,
X2 Y2z P2,

Ma la seconda di queste equazioni denota chs
la linea supposia ha tutti i suot puuti alia distai-
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za P dalla eomune origine delle coordinate X, Y.
considerate nel piano della stessa linea ohhiettiva,
dunque essa ¢ un circolo che ha il semidiametro
=P=}/(-*— p*) ed il centro determinato dalle
coordinate X=o, Y=0,Z=0, riferite ai piani A", B’, C'.
~ Se pongasi ancora -
(E') (r—2")(r+Z')=Y " 24-X"'2=P"*Y'3,
equazione (E') rappresentera un® altra sezione
circolare paralella alla prima, il suo semidiametro
sara = P', ed il centro sard determinato dalle
X'=o0, Y'==0, Z', parimenti riferite ai piani A’, B’,C'.
Le lunghezze P, P' eguaglieranno rispettivamente -
le coordinate d’un semicircolo dal diametro = oy 3
corrispondenti, la prima all’ ascissa = Z, la se-
conda all’ ascissa =Z’, facende origine dal centro .
Adunque se sulla retta, gli estremi della qua-
le sono determinati dai due sistemi di coordinate
F=d, yBhsa==d, © 7
T=d, y=b,z==ar-l,
ed eguaglia 2r, come abbiamo veduto, si conce-
pisca descritto un semicifcolo, il quale si faceia
rotare intorno ad essa come asse, ciazcun punto
della semicirconferenza , descriverh nello spazio
una circonferenza circolare , la quale coincidera
con una delle sezioni piane che ponno esser fatte
nella superficie obbiettiva paralellamente al piano
G, oppure al piano C'. Dunque la detta superfi-
cie e quella d’una sfera, il cui diametro egnaglia
2r, ed il centro & il punto comnne ai tre piani
A’, B’, €', cioé viene determinato dalle tre coordi-
nate r=a, y=éb, z=ra1l '
riferite ai piani A, B, C.
47. Sia proposta I’ equazione Ra |
(H) (x —{(Bz«+C) )“+(y--(Ez+F)-}“-—ri-{z-L)’:o.

I. Posta z = p, I’ equazione che ne risulta
rappresenta un cireolo (#.° 46 ) . Dunque la sezion
prana paralella al piano coordinato G & sempre up.
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circolo, il tui raggio € gencralmente -L—-(z--L)

ed il cuni centro ¢ determinato dalle coordinate
z={Bz+C), y=(Ez+F), z2=2z.

II. Posta z = L, I’ equazione (H) diviene
(z=—(BL~+C))>+ (y— (E+F))> =0, la qunale non
pud sussistere se non essendo z=BL~+C, y=EL+F.
Dunque la superficie obhiettiva rappresentata dal-
la equazione (H) ha un vertice determinato dalle
coordinate 2 =BL+C, y=EL+F, z=1L.

III. A qualungue valore reale della z corrispon-
de un sistema di valori reali per le altre due =, y.
Dunque la superficie obbiettiva si estende indefi-
nitamente . g

IV. Fatta z=p e trasformata I’ equazione (H)
nella

2
(6) (2—(Bp+C))+(y — (Ep+F))* — 15 (p—=L)*=o,

se facciasi z=p', otterremo la
! 2 ' Y B!. ' £
(K) (z—=(Bp'+C))* + (y—(Ep'+F))* = iz (p'—L)=0.

Ciascheduna di tali, equazioni rappresenta un cir-
» . v ) * : “ R B
colo: il semidiametro del primo sara — (p—L)

R .
quello del secondo sarh 7 (p' = L). Dunque’1

circoli che nascono per le sezioni piane paralelle al
piane coordinato G hanno i loro semidiametri pro=
porzionali alle distanze dei rispettivi piani dal ver-
tice della superficie obbiettiva.

V. Fatto z=o s1 ottiene

Q) (2—C)?-+ (y—F)* = Ro=o ,

equazione rappresentante sul piano C un eircolo
dal semidiametro R ed il cui centro ¢ determinato
dalle coordinate x=C, y=F, z=o.

V1. Rappresentando la retta che passa pel ver-
tice (7.°47) e pel centro del circolo teste definite
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{ #.° 47 ) per mezzo delle equazioni xT=my <,
x=M:~+N, ”(72.“_32) sara m — —E—, n = EE'EE ;
M=B, N=C. |
 Percio volendo esprimere in funzioni di z cia-
scheduna delie zltre due coordinate spettanti a que-
sta retta , sard z=Bz+C, y=Ez+F, zzm=z. Ma dall’
equazione (H) abbiamo gia dedotto che i centri delle
immaginate sezioni circolari sono determinati dal-
le rispettive coordinate; x=Bz+C, y=Ez+F, 2=z,
Dunque il centro @’ ogni sezione e uel punto
dove il piano sccante taglia la retta che abbiamo
di sopra determinata, la quale si rappresenta dalle
By (ToRF "
E
tal retta potrd essere chiamata 1’ asse della super-
ficic obbiettiva . | |
Da tutti i caratteri che abbiamo conoesciuti-nella
equazione (H) risulta cl’essa rappresenta una su-
perficie conica (n.° 42) . | .
8. Se pongasi L= , I’equazione (H) si can-
gia nella |
(A (z~=(Bz+Cj)?+{y — (Fz - F))*~R2 =9
la quale rappresenta un circolo dal costante raggio R
qéalunque grandezza si attribnisca alla coordinata z .
La rctta determinata (n.%-, VI} non dipends
da L, e pereid sarh rappresentata dalle medesime
equazioni di prima e totti i centri delle sezjoni
circolari dal raggio R si troveranno in essa.
Adunque 1’ equazione (A) rappresenta una sn=
perficie cilindrica , il cui circolo generatore ha il
semidiametro = R, e movendosi paralellamente al
piano G descrive col suo centro la retta definita
nel (n.°,47 VL), la quale percio sard I’ asse della
detta superficie. |
4g9. Gli angoli che forma I’ asse sopra indicato
0ol piani coordinati si dedurranno dalle equazioni

egquazioni z = sx=Bz+ C} e quindi
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dell’ asse medesimo col metodo insegnato dal (n.°24).

Ma quando sta pormale al piano G conviene
che dalle sne equazioni risulti z—z2'=0 , y—y'=o
e quindi B=o , E=o.

Similmente dedarremo 1l carattere indicante
quando |’asse ¢ perpendicolare ad uno degh altri
piani coordinati. Con quest’ indizio si determinera
prontamente quali termini devon mancare nelle
equazioni (H), (A) quando si avveri il supposto
caso , € quindi potremo da esse immediataments
intendere quando I’ asse trovisi o no perpendicola-
re ad alcuno dei piani cvordinati.

Per.le medesime ragioni che furono addotte
nel fine del (n.° 22) ci asterremo dall’ ulteriore
analisi delle superficie curve, rivolgendo piuttosto
la nostra attenzione alle piane.

50. Trovar le equazioni di una retta che dall’
origine delle coordinate cada perpendicolare sopra
un dato piano. | '

L’ equazione del dato piano, sia

(D)  ar+hy+cz+d=o0,
e sia (E) (x=m'y, 2=M'z) quel sistema d1 equazioni
che determina la retta cercata, cui nomineremo P.

Se per cssa intendasi condotto un piano Il nor-
male al piano coordinato G, sara pure normale al
piano obbiettivo, e quindi I’ intersezione del pia-
no II col piane G, cioe la projezione della retta P
sullo stesso piane C sara normale all’ intersezione
del piano obbiettivo col piano C. Similmente ra-
gionando si conchiudera eassere la projezione della
retta P sul piano B normale all’ intersczione dello
stesso piano B col piano obbiettivo. Posta ora z—o
nell’ equazione (D) avremo

F) z =2~
equazione rappresentante I’ intersszione del pia-
no G col piano obbiettivo { z.* 44 ) . Inoltre la
(G) a=m'y sard quella che rapprescnta sul pianc G4

a
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projezione della reita P. Adunque dalla formola
esprimente cos,p (n.° 38) avremo 1 + m'm = o
essendo nel caso nostro €os.¢ = o . Posto dun-

’ b . . . .
que m =—— come esige 1’ equazione (F), ne rica-

a

veremo 7 = .,g- . Similmente si troveraM' = — :

quindi le equazioni (E) divengono
S) =2 ==
(S) == ¥, & =5

51. Si troveranno le coordinate del punto do-
ve una retta data qualunque, e per consegnenza
ancora la normale determinata (n.° 50), incontra il
piano abbiettivo, ponendo nell’ equazione (D) i va-
Jori di ¥, = espressi in funzioni di x per mezzo
delle equazioni rappresentanti la data retta, e nel
caso presente per mezzo delle equazioni {(Ej. Avre-

2 2
mo pertanto ax +é—f-.;..f-5+d::.o, d’ onde si ot~

tiene x = ad
i Ry T2
tuito nelle equazioni (E) treveremo le altre due
bd cd

coordinate y = — et I sl

Con questo valore sosti=

S2. Si concepisca il triangolo rettangolo for-

mato dalla predetta normale P {n.°50) e dalle due
rette nelle quali Pimmaginato piano IT taglia rispetti-
vamente il piano obbiettivo, ed il prano C. In que-
sto triangolo, I’ angolo acuto adjacente alla normale,
misura 1" inclinazione della medesima col piano C,
P’ altro angolo acuto misura I’ inclinazione del pia-
no obbiettivo collo stesso piano C.

Similmente si trova che gli angoli, 1 quali ri-
spettivamente misurano ’inclinaziene del piano ob-
biettivo cogli altri due piani coordinati, sono comple-
menti degli angoli, 1 quali misurane I'inclinazione
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della normale P cogli stessi piani. Per la qual co-
sa, assumendo la retta P come raggio, le coordina-
te del suo punto d’ incontro col piano obbiettivo
corrisponderanno ordinatamente a1 coseni degli
angoli che forma lo stesso piano obbiettivo coi pia-
nt coordinati . Si chiamino g, 7,¢ gli angoli rispet-
tivamente formati eoi piani A, B, G . La lunghezza

. x
dellaretta P sara | uw*+y*+3* = — V @ b o= —

d L] s -
v“2+bz+cz) ‘( nto 30 )- Qulndl AVIEMO + + ¢ ¢ o « &
_ | .
cos'yzv_az.i_&z_f 2
| b
COS.r=;a1+bz+c:
C

- CcO0S8. g'."—"'-..;az_‘_&'z_i_c'z“

Da questo e dal (2.° 25) si deduce che nomi-
nato ¢ 1’angolo che forma la diagonale del cubo
con una delle sue faccie, sara 270°—=3, la menoma
somma che formar passano 1 tre angoli, ,, ¥, ¢,
e 18¢® la massima.

Se uno degli angoli mentovati sia retto, peres,
quelle col piano C; sara la corrispondente quanti-
ta c=o . Se il piano obbicttive sia paralello ad uno
de’ piani coordinati, i coefficienti delle coordinate
riferite agli altri due saranno nulli . Per es. se il
piano obbiettivo sia paralello al piano A, sard
c=b=o, talché alla semplice ispezione dell’ equa-
zione (D) potremo conoscere se il piano da essa rap-
presentato sia perpendicolare o paralello ad alcuno
de1 plani coordinati.

53. Dati due piani per mezzo delle equazioni
corrispondenti |

(D}  arwbysczad=o, (E) sxagy+yi+d=o:
determinare la scambievole interzezione di essi e
I’angolo della reciproca iaclivazione.
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Quanto alla prima parte del quesito, € chiare
che dovendo essere comuni all’ una ed all’ altra
equnazione le coorlinate che appartengono all’ in-
tersezione ocercata , basterd eliminare nua delle coor=-
dinate stesse per ottenere dalle dae date equnazioni
una risaltante che rappresenti una projezione del-
la retta cereata . Percio eliminata z avremo

x @y —=ac) = y (Sc=Ly) + (Sc—1(y)
ed eliminata y avremo
z(aB —=ah) = z(y)=—cB) + (85— dB) :

equazioni determinant: la cercata retta di interse-
Zione .
Passando alla seconda parte del quesito, pel
punto Q, comunc origine delle coordinate, s”1nten-
dano condotte dae retee (2.° 50) P, 11, la prima
delle quali sia perpendicolare al plano che si rap-
presenta dall” equazione (D), Valtra sia perpendico-
lare a quello che si rappresenta dall’equazione (E).
L’ angoto formato in O dalls due rette accemnate
eguaglia il supplemento di quello che si cerca.
Tutto dunque si *iduce a trovar I’ angolo formato dal-
le due rette P, TI. Posto pertanto le equazioni dela
P essere, z==my, x=M2z, quelle della 1l essere a=m'y
a=M'z avremo (n.®° 50) mz-%-, M= %—-, m' :—%,

M’ :4;— . Questi valori applicati alla formela del
(n.° 34) danno il valore di cos.e, e 180°—p sara
I’ angolo cercato .
54. Data I" equazione d’ un piano
(D) ax - by +cz+d=0
e le equazioni d’ una retta-P
x=my+n, a=Mz+ N
trovar I’angolo che forma la retta P, col piano D.
Se sal punto dove la retta P incontra il pia-
no I ¢ intenda erctta nna perpendicolars al piane

stesso, 1" unsolo compreso da essa perpendicelare e
) i | dal-
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dalla P sara complemento di quello che si cerca.
Questo complemento sara eguale all’ angolo com-
preso da due rette condotte per 1"oricine deille

“coordinate , I’ una paralella alla P, I’ altra norma-

le al piano D.

Le equazioni della prima saranno
x=my, x=Ms

(n.* 31 )3 quelle della seconda saranno
& a
X — ——Z,—-_y,x :“__gz
(n.° 50) . L’angolo , compreso da queste rette sarz
determinato dalla fermeola del (72.°34), e 9o®~p sara
I’ angolo cercato .

55. Dato il sistema delle equazioni
(P) z=my-+~n, xr =Mz +N
e quello delle
(Q) za=my+=n, a=Mz+N
rappresentanti due rette che non siano poste in un

medesimo piano; determinare quella retta che 6
comune normale ad ambedue le date .

Le equazieni della retta cercata saranno della
forma
(R) r=m"y+n", a=Mz+ N’
Sara dunque soddisfatto il quesito se siano deter-
minati i valori dei coefficienti m'’, n'’y M", N".

Dovendo la retta cercata R 1incontrar ciasqhe-
duna delle date P, Q avremo le due seguenit e-

quazionl (7.°33)
m' '??,-—-n”m _ -BI i N-—'—N’IE\I

m'—m M —DM
et MN—NM'
e — T M
dalle quali si ottengono 1 valor: di N, »".
~’;
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In oltre la retta cercata R forma angoli retti
con ciascheduna delle due date. Adunque (n.°34)

avremo
mm' ' +=MM'. mm''+MM'=o

mfm!I+Mfof : mfmff+MfM!!:0

dalle quali equazioni si ottengono i valori dim'', M",
CAPITOL O 1V.

Sulle Commutazione delle coordinate .

56. Per mezzo delle corrispondenti equazio-
ni, dati tre piani che passino per un medesimo
punto comune ; trasportare ad esst le coordinate.
Si chiamino A’, B’, C' i nuovi tre piani e I’equa-
zione, o il sistema di equazioni , per cui mezzo si
determina un dato oggetto , rifercudo le sue coor-
dinate ortogonali z, ¥, z ai soliti pianit A, B, G
rapprensentisi per mezza del simbolo f(z, y, 2 )
cioe funzione delle quantita =, ¥, z.

Chiameremo I un punto determinahile per
mezzo di f{r, ¥, z) e supperremo essere z'=¢,

'=s, z'=u le coordinate del punto I riferite ai
piani A, B, C. Dalle date equazioni corrisponden-
ti ai nuovi piani coordinati si dedarranno quclle
che determinan le scambievoli intersezioni di essi
(n.°53). '

Avremo quindi le equazioni corrispondenti al-
le tre rette le quali dal punto I siano condotte
ordinatamente paralelle alle intersezioni predette
(n.°31). ‘

Ciascheduna di tali rette incontrera uno dei
piani A', B, C' ad essa opposto e le coordinate
determinanti c¢lascun puuto d’ ipcontro rispetiiva-
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mente ai piani coordinati A, B, C si otterranno
espresse per fanzioni di £, s, v . (n.°51).

Si chiamano rispettivamente X, Y, Z le por-
gioni delle mentovate rette che giacciono fra 1l
punto I ed i piani A’, B', G’ da esse incontrati .
Ciascheduna delle X, Y, Z si esprimera per £, s,
u, (n.°30).

Adunque risulteranno tre diverse equazioni,
ciascheduna delle quali contiene le 7, s, u ed
ogn’ una di queste quantita indeterminate potra
col mezzo dell’ eliminazione esprimersi per X, Y, Z.

Laonde se nella f(x, ¥, z) sostituiscansi in
luogo di t=x, s=y , u=z, i mentovatli valori
espressi per X, Y, Z sara compiuta la dimandata
commutazione .

Nella segnente tavola indicheremo I’ ordine
della risoluzione ().

Indicando pin brevemente i coefficienti, delle
variabili », £, s, queste equazioni si riducono alle

tce seguenti
uA —s¥ —f{I-+V =o

u' =g’ = t11'4-V = o
IJAF"""- 5\19’/_ in”'-‘-VH': o

e per mezzo delle medesime si ricaveranno 1 va-
Jori di #, s, u da sostituirsi in vece di z, ¥, 2,
mella f(x, 5, z), la quale diverra F(X, Y, Z)
cioé funzione di nuove coordinate relative a1 tre
piani A’, B', C', paralelle rispettivamente alle loro
intersezioni, ¢ determinanti 1l medesimo oggetto
che si rappresentava da f(x, ¥,z ).

57. Se siano scambievolmente normali 1 due
piani A', B’ (n.°56), sara retto I’ angolo che nel
(n.°53) fu chiamato o , e le equazioni delle due
rette che lo comprendono saranno (n.° 50 ).

() Vedi la tavola she per comodo ¢ stata posta in fine,
dopo la quale continua il dettato.
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—_ a _ e
N Ap— ""Z"‘_'y', X e '—'c'-- 5
L a'l
X <= —?y, T = -5;-:3
|
dunque (2.°34) avremo 1 - c—c-;- f‘.’i = o0, Ciod
cct

ac' 4 bl +c¢' = o .

Counsiderando nel modo stesso le altre combi-
naziont binarie deir prani A', B', G’ verremo a
conchiiudere c¢he se tutti 1 tre nuovi plani siavno
tra loro scambievolimerte normali debbono avve-
rarsi le tre equazioni

aad Ll a-cc —=o
‘o (5”-!— & f;”—+— ¢ {‘”_“": O
(L(L '+'u i +( (. --O.

52. Quando wvno de’ nunovi plam per es. A
coiucida con nno del primi piani Cumdmau,]wr €.
A, cara b=c=c (n.°52). Essendo 1n oltre z =0,

. . . d

nell’ equaziene del plano A’ essa darawr —o=——,
Similmente s¢ un altro dei nuovi piani per es.

. 3 . 4

B' coincida con B, sari «' = =o ed y=o==—-

Que&fi valori sostituitt velle formule della tavola
(;' © Loy le reuderanto confnrmi alle particolar: con-
11

diziont che =hliame introdeite npel plul cma  ge-
nerale.

“. 7 h H -ﬂr'j-. '-. 1'f"‘. p

Di futti, peiche nells equazicny esprimenti la

retta comuiie l pi'~1‘;1 L BT siononn smo L 1Z=0,
: i

(J'lEStfl retta ccipcigoers coll’

N

nlerzozicue der doe
b Pa g ' R P LY “" [ £ h ]
P}d]ll A ) B 9 ui;d. (!l;cli S(HQr:IiiiJ Craa v ene 1& Ol -

dizione di = ¢, vz=c . Ma civ deve ‘11"1'\111“110 ac-
cadere se i pm:;l A', B visnettivanente o n(‘ulo»—»
no con A, B, dunque la seatitnzicne J! O .

3= nelle citate forauie (1,936} e ridorra GOt]m
distveenti ol erso nestro. Per tanto 'i(’“fll(j ]('{jllil.n

; {

zione x==I'"y+U" divicue o=P", o+, dovra es-
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sere Q"=o0, e P”:Bo . Cid si avra sostituendo
nelle espressioni di Q" e P’ i valeri che abbiamo

determinati essendo Q' = (dcmpd) ( T0=00 ) o

ac—a ¢ aC=—gQo

dﬂ_d d}
—— = — =0 per essere - ——-*- o e quindi a = —
47 @

1 d’ " o— ch-——r b

-~ , onde ~— = — o ; in oltre =
0 a ao—-a.c
Ho—o00 ¥
— = , dovendo essere — —— =6
ac——Q0 a I b

Passando all’ eqmuone o =Kz L" troviame
ol essa diviene o= K’z+L'". Adunque esser deve

,Jl’.’_""'_:_oj e K?fh—-(\a (1'3 onde po-; 5-_:.3. 0106 lndeﬁﬂsta-,
come appunto conviene all’ intersezione dei due

piani A, B.
]mte qumtn cendizionl st dempi'ono coile
predette sostituzioni nel valori di L I\ Imper-

. R : d'b—b'd do—2b'd
eiocche L' = ,....—--- = 0
ab—a'b T

_(ch=bcYy __ ( co~—cl

.::J: 'h ab:-é? --—(;::O ¢
59. St cercliin ora le eqnazmm della retta co-
mune ai piani AT, W2 quale arppiamo che ncl sup-
posto caso diviene 1’ intersezione dei plam A, C
Le equazioni z=Py4+Q, s=Kz=+L diven-

gono ¢ =Py+Q, (_.K_,-c—L Ath,nque sara Q'=o,

‘e M e equazmnl e=Py, = K'z non
possone sussistere generali se pui non sia P=o,
) T 0 x o . 4
K'=o: adunque ¥ A e aatre cioe il
valore di 3 ¢ diz sard sempre indefinito rispettiva-
mented o che deve sempre esser nulla. m:..n, qRess

Pumcolauia s riscontrano lacendo lc MEntLo yatle

¥

ﬁ R N e L T IR U A R T e .

oy @ A ﬂﬂwaﬁ ; ;
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sostituzioni . Ma la relazione reciproca diyez ria
sultera dall’ equazione y P’ Q' = zK' + I , la
quale ridotta alla pilt semplice espressione diviene
— (ac"=a"c)z =y (ab""—a""b) +(ad" —a"'d) € fatte le
sostituzioni, ~s(ac''—a"c) = y(ab''—~a''0) 4 ad''+a'"q.
at®* ad” d'd __ yb'4-d"

ClOE ==z == § 4o e 20 = er esser
oe z yac“""acu ac? c P ®
d "a"
= — =0, e quindi ancora -~ —, =g,
@ ac

Tale appunto & il risultato es‘frimente I’inter-
sezione del piano A col piano C' del quale sia da-
ta I’ equazione a"@+ 4"y + c'"z+d" =o.
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Condotta
parallela VV'
in essa AP’
projeziono
senni=1==co0s..
(12 )cos.(t = 1)
il t
Abbia la
g—e=GC,
-—_—W[Va'ffa.

ConnrrezionN:

Condotte
paralicla a VV’
Iin essy ab’
projezione

st 2= 1=ros.
viis=t)cos. (f = 1),
. :/t' :fl

Abbia le
¢ w— T C

P 1)'2.

—I—-()—-(L—!—F)}z " ()*P—- (EL-&—F))Q
By— CL—BF By —DE—BF | 4
X = - E 1r n=— = T

si. chiamano

si chiamino,
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